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11 gennaio 2018, es.1: Programmazione lineare
Discutere il seguente problema di Programmazione lineare: trovare, se esiste, il massimo di 
p(x1, x2, x3) = x1 + 3 x2 - x3 con i vincoli xk ≥ 0 (1 ≤ k ≤ 3) e
2 x1 + x2 ≤ 3
x1 + x2 + 3 x3 ≤ 6
2 x1 + x2 + 3 x3 ≤ 8
Soluzione.
Siccome i due vincoli sono in forma di disuguaglianza, introduciamo le "variabili di scarto" x4 ≥ 0,  
x5 ≥ 0 e x6 ≥ 0 e scriviamo il sistema dei vincoli nella forma
2 x1 + x2 + x4 = 3
x1 + x2 + 3 x3 + x5 = 6
2 x1 + x2 + 3 x3 + x6 = 8
È naturale scegliere come prima base dello spazio A* generato dalle colonne di A, matrice dei 
coefficienti del sistema scritto sopra, l’insieme B1 = { A4, A5, A6}; con questa scelta si ottiene la 
prima tabella del simplesso come segue:
A1 A2 A3 A4 A5 A6 B
xv1 = x4 cv1 = c4 = 0 2 1 0 1 0 0 3
xv2 = x5 cv2 = c5 = 0 1 1 3 0 1 0 6
xv3 = x6 cv3 = c6 = 0 2 1 3 0 0 1 8
-1 -3 1 0 0 0 0(z1 - c1) (z2 - c2) (z3 - c3) (z4 - c4) (z5 - c5) (z6 - c6) (z)
Siccome zj - cj < 0 per j = 1 e j = 2 , e le colonna corrispondenti della tabella contengono termini 
positivi  bisogna operare la “trasformazione pivotale” facendo entrare nella base il vettore A1 oppure 
il vettore A2 al posto di uno di quelli presenti in B1 ; decidiamo di fare entrare il vettore A2 , essendo 
z2 - c2 il minimo degli zj - cj .
Il criterio di uscita impone di calcolare β1α1,2 = 3 , β2α2,2 = 6 , β3α3,2 = 8; il minimo di questi due valori è β1α1,2 = 3, quindi il vettore che esce da B1 è Av1 = A4 .  Con semplici calcoli si ottiene la nuova tabella 
del simplesso relativa alla base B2 = {A2, A5, A6} :
A1 A2 A3 A4 A5 A6 B
xv1 = x2 cv1 = c2 = 3 2 1 0 1 0 0 3
xv2 = x5 cv2 = c5 = 0 -1 0 3 -1 1 0 3
xv3 = x6 cv3 = c6 = 0 0 0 3 -1 0 1 5
5 0 1 3 0 0 9(z1 - c1) (z2 - c2) (z3 - c3) (z4 - c4) (z5 - c5) (z6 - c6) (z)
Siccome adesso tutti gli zj - cj sono ≥ 0 , l’algoritmo è terminato; la funzione obiettivo ha massimo 
nella regione ammissibile, il massimo vale z = 9 ed è assunto per (x1, x2, x3, x4, x5, x6) = (0, 3, 0, 0, 3, 5) ;  la soluzione del problema originale, con le sole variabili (x1, x2, x3), è (x1, x2, x3) = (0, 3, 0).
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11 gennaio 2018, es.2: Distribuzioni
Sia, per x ∈ ℝ e n ∈ℕ ,  fn(x) = n3 ·max 0, 2n - x , Tn = Tfn la distribuzione associata a fn.
a) Disegnare il grafico di f2 e quello di f3.
b) Giustificare il fatto che le funzioni fn sono idonee per definire distribuzioni.
c) Dimostrare che la successione (Tn) non è convergente in  ' (ℝ).
[ per (c) può essere utile considerare una funzione test φ ≥ 0 con φ(0) > 0, mostrare che per 
x ∈ - 1n , 1n  è fn(x) ≥ n2  e vedere come si comporta la successione in ℝ  (n↦ 〈Tn , φ〉)]
Soluzione.
a) Grafici di f2 e f3.
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b) Le funzioni fn sono continue in ℝ; la continuità è una condizione sufficiente per definire una 
distribuzione.
c) La successione (fn) converge puntualmente a 0 in ℝ - {0}, mentre limn→+∞ fn(x) = +∞; questo non è 
decisivo per stabilire il comportamente in ’(ℝ) della successione (Tn).
Seguiamo il suggerimento assegnato in calce al testo del problema.  Se x ≤ 1n   allora 
max 0, 2n - x = 2n - x ≥ 2n - 1n = 1n
e quindi fn(x) ≥ n2.
Come conseguenza della continuità di φ, e tenendo presente che abbiamo supposto φ(0) > 0 , si ha 
che, per n sufficientemente grande, per ogni x ∈ - 1n , 1n  è φ(x) > 12 φ(0), e allora〈Tn, φ〉 = ∫ℝ fn(x)φ(x)ⅆx ≥ ∫- 1
n
1
n n2 · 12 φ(0)ⅆx = n ·φ(0)
Perciò limn→+∞ 〈Tn, φ〉 = +∞, quindi la successione (Tn) non converge in ’(ℝ).
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11 gennaio 2018, es.3: Il Teorema di Lagrange del valor medio
Il Teorema del valor medio afferma che: se f : [a, b]⟶ℝ è una funzione continua in [a, b], deriv-
abile in ] a, b[, allora esiste almeno un c ∈ [a, b] tale che f (b) - f (a) = (b - a) ·f ' (c) .
a) Controllare se la funzione f : - π2 , π2  → ℝ, f (x) = x cos xx se x ≠ 01 se x = 0   soddisfa oppure no le 
ipotesi di detto Teorema nell’intervallo assegnato; disegnare il grafico di f; controllare infine se f 
soddisfa la tesi del Teorema di Lagrange in - π2 , π2 .
b) Dimostrare che la funzione g : - π2 , π2  → ℝ, g(x) = x cos x+x-xx se x ≠ 01 se x = 0   soddisfa le ipotesi 
del Teorema nell’intervallo assegnato, calcolare i valori c che soddisfano la tesi e disegnare il 
grafico di g.
Soluzione.
a) Una definizione equivalente di f è
f (x) =  cos x se x ≥ 0-cos x se x < 0
dalla quale appare che limx→0+ f (x) = 1 e limx→0- f (x) = -1; quindi f non è continua in 0, pertanto le 
ipotesi del Teorema di Lagrange non sono soddisfatte.  Non è soddisfatta nemmeno la Tesi del 
Teorema, perché f π2  - f -π2  = 0, e f ' (x) =  -sen x se x > 0sen x se x < 0  (non definita per x = 0) non assume il 
valore 0 in nessuno dei punti del dominio considerato.  Qui sotto, il grafico di f.
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b) Una definizione equivalente di g è
g(x) =  cos x se x ≥ 02 - cos x se x < 0
Questa è continua anche in 0, come si vede facilmente; è anche derivabile perché risulta
g ' (x) =  -sen x se x > 0sen x se x < 0
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ed esiste anche g ' (0) = limx→0+ g ' (x) = limx→0- g ' (x) = 0.  Sono quindi soddisfatte le ipotesi del Teo-
rema di Lagrange.
Risulta 
fπ
2
-f- π
2
π
2
--π
2
 = 2π ; troveremo dunque i valori c soddisfacenti la tesi risolvendo l’equazione 
g ' (x) = - 2π .  Questa, per x > 0, equivale a: -sen x = - 2π  cioè: sen x = 2π , che ha come unica soluzione 
in ] 0, π2  :  x = arcsen 2π  .  Siccome g ' è una funzione pari, anche x = -arcsen 2π  soddisfa l'e-
quazione g ' (x) = - 2π .
Qui sotto il grafico di g e le rette ad esso tangenti, parallele al segmento congiungente i punti 
estremi del grafico di g, conformemente al teorema di Lagrange.
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11 gennaio 2018, es.4: Verifica di continuità.
Verificare la continuità di f (x) = x + 63 - x3 + 2 x in x0 = 2.
[Può essere utile, svolgendo il calcolo, scrivere:
x + 63 - x3 + 2 x + 2 = x + 63 - 2 - x3 - 2 x - 4
e maggiorare separatamente ciascuna delle due parentesi.]
Soluzione.
Si calcola f (2) = -2; si tratta quindi di provare che∀ ε > 0∃ δ > 0, ∀ x x - 2 < δ⟹ x + 63 - x3 + 2 x + 2 < ε .
Stabiliamo di prendere x tra 1 e 3; scriviamo poi
x + 63 - x3 + 2 x + 2 = x + 63 - 2 - x3 - 2 x - 4 ≤ x + 63 - 2 + x3 - 2 x - 4
e facciamo in modo che ciascuno dei due addendi all’ultimo membro sia minore di ε2 .
x + 63 - 2 < ε2⟺ x + 63 - 2 < ε2 (1)
x + 63 - 2 > - ε2 (2)
(1)⟺ x + 63 < 2 + ε2⟺x + 6 < 2 + ε2 3⟺x < 2 + ε2 3 - 6(2)⟺ x + 63 > 2 - ε2⟺x + 6 > 2 - ε2 3⟺x > 2 - ε2 3 - 6
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quindi
x + 63 - 2 < ε2⟺2 - ε2 3 - 6 < x < 2 + ε2 3 - 6
e si nota che queste due disuguaglianze individuano un intorno di 2, essendo 2 - ε2 3 < 23 = 8 e 2 + ε2 3 > 23 = 8 .
Passiamo all’altro addendo.  Facilmente si ottiene la fattorizzazione:
�������� - � � - �(-� + �) � + � � + ��
e quindi, tenendo presente che abbiamo deciso di prendere x tra 1 e 3,x3 - 2 x - 4 = x - 2 ·x2 + 2 x + 2 ≤ x - 2 · (9 + 6 + 2) = x - 2 ·17
Se x - 2 ·17 < ε2 , cioè 2 - ε34 < x < 2 + ε34  avremo quindi x3 - 2 x - 4 < ε2 .
In conclusione, se x appartiene all’intervallo
I = [1, 3] ⋂ ] 2 - ε2 3 - 6 , 2 + ε2 3 - 6 [⋂ ] 2 - ε34 , 2 + ε34 [
allora f (x) - f (2) < ε ; l’intervallo I è un intorno di 2; quindi la verifica è riuscita.
11 gennaio 2018, es.5: punti di continuità
Se x ∈ ℝ indichiamo con ⌊x⌋ la parte intera di x, cioè ⌊x⌋ = max {n ∈ℤ ; n ≤ x}.
a) Determinare in quali punti dell’asse reale è continua e in quali non lo è, la funzione definita, per  
x ∈ ℝ, da:  f (x) = x2.
b) Determinare in quali punti dell’asse reale è continua e in quali non lo è, la funzione definita, per  
x ∈ ℝ, da:  g(x) = ⌊x⌋ - x2.
Soluzione.
a) La funzione x↦⌊x⌋ è discontinua in tutti e soli i punti x ∈ℤ; quindi la funzione x↦x2 è sicura-
mente continua in tutti gli x per i quali x2 non è intero.  Nei punti dell’insieme 
A = ± n , n ∈ℕ, n ≥ 1, f è effettivamente discontinua, perché è
 lim
x→ n -x2 = n - 1 ; limx→ n +x2 = n ;
f è pari, quindi non serve una verifica diretta per i punti del tipo - n , i quali sono a loro volta punti 
di discontinuità.
Invece, in 0 f è continua perché se -1 < x < 1 allora f (x) = x2 = 0 = f (0).  Perciò i punti di discontinu-
ità di f sono tutti e soli i punti dell’insieme A.  Qui sotto, il grafico di f.
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b) La funzione g è certamente continua nei punti in cui sono continue entrambe le funzioni la cui 
differenza esprime g; è certamente discontinua nei punti in cui si ha continuità di uno dei due 
addendi e discontinuità dell’altro; occorre una verifica più accurata nei punti in cui entrambi gli 
addendi sono discontinui, che sono i punti dell’insieme ℤ - {0}.  Sia dunque n ∈ℤ - {0}; supponiamo 
per ora n > 0; allora x↦ x e x↦ x2 sono crescenti e continue in un intorno di n e quindi
limx→n-⌊x⌋ = n - 1 , limx→n+⌊x⌋ = n ;  limx→n-x2 = n2 - 1 , limx→n+x2 = n2
quindi
limx→n- ⌊x⌋ - x2 = limx→n+ ⌊x⌋ - x2 = n - n2
cioè g è continua nei punti interi positivi.
Se invece x0 = -n è un intero negativo, allora x↦ x2 è continua e decrescente in un intorno di -n ; 
allora
limx→-n-x2 = n2 , limx→-n+x2 = n2 - 1
mentre è, come nel caso precedente,
limx→-n-⌊x⌋ = -n - 1 , limx→-n+⌊x⌋ = n
cosicché
limx→-n- ⌊x⌋ - x2 = -n - 1 - n2 ;
limx→-n+ ⌊x⌋ - x2 = -n - n2 - 1 = -n - n2 + 1
e allora g è discontinua in x0 = -n.
Riassumendo, i punti di discontinuità per g sono:• tutti i punti della forma "- n " con n intero ≥ 0 (tra questi ci sono anche 0 e gl’interi negativi)
• tutti i punti della forma " n " con n intero > 0, ad eccezione di quelli per cui n  è intero.
Qui sotto, il grafico di g.
6 ���  aro_2018.01.11.nb
����������� ������� ��������������������������
�[�_] �= �����[�] - ��������
����[�[�]� {�� -���� ���}� ���������� → �����
��������� → {���������[����]}�
����� → {{-�� -�� -�� �� �� �� �}� ���������}]
-3 -2 -1 1 2 3 4
-15
-10
-5
11 gennaio 2018, es.6: Diversificazione d’investimenti.
Lapo ha 10 000 000 € da investire per un anno; gli vengono proposte due possibilità:• investire in un’azienda petrolifera venezuelana.  Le previsioni, legate alla situazione politica di 
quel Paese, sono che con probabilità 0.6 il capitale investito avrà tra un anno un incremento del 
70%; altrimenti avrà una diminuzione del 40%;• investire in una determinata società calcistica brasiliana.  Si prevede che vi sia probabilità 0.8 
che questa vinca il prossimo campionato nazionale; in tal caso l’investimento darebbe un 
guadagno del 30%; altrimenti si avrà una perdita del 10%.
Si presume che le vicende politiche in Venezuela siano indipendenti dall’esito del campionato 
brasiliano di calcio.
a) Adottando per i guadagni conseguiti (positivi o negativi), espressi in M€ (milioni di €) la fun-
zione utilità u(x) = x - x220 , stabilire quale delle due scelte risulta preferibile, in base alla massima 
utilità attesa.
b) Supponendo ora di potere frazionare l’investimento, t M€ in Venezuela e (10 - t) M€ in Brasile, 
scrivere la funzione g(t) che esprime in funzione di t ∈ [0, 10], l’utilità attesa del guadagno con-
seguente all’investimento così diversificato; non si richiede di sviluppare l’espressione ottenuta.
Tenendo presente che, svolgendo i calcoli, si avrebbe g ' (t) = 0.0568 - 0.03176 t, stabilire quale 
ripartizione dell’investimento dà la massima utilità attesa di guadagno.
Soluzione.
a) Con la funzione utilità adottata cioè
������� �[�_] �= � - ����
l’utilità attesa del guadagno in caso di investimento in Venezuela è
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mentre per l’investimento in Brasile si calcola l’utilità attesa
��� * �[�] + ��� * �[-�]
����
Conviene investire nella società calcistica brasiliana.
b) t M€ investiti in Venezuela produrranno, con probabilità 0.6 e 0.4 rispettivamente un guadagno 
pari a 0.7 t M€ e -0.4 t M€ ;   (10 - t) M€ investiti in Brasile produrranno, con probabilità 0.8 e 0.2 
rispettivamente un guadagno pari a 0.3 (10 - t) M€ e -0.1 (10 - t) M€ ;  Tenendo presente l’indipen-
denza tra le vicende venezuelane e quelle brasiliane, si ha che i possibili guadagni e le rispettive 
probabilità sono:
�������� � = �������� ��� � +��� (�� - �) ��� � -��� (�� - �) -��� � +��� (�� - �) -��� � -��� (�� - �)
����������� ��� * ��� ��� * ��� ��� * ��� ��� * ��� �
����������[������[�]]
��������� ����������  �������� �� + ��� � -�� + ��� � �� - ��� � -�� - ��� ������������ ���� ���� ���� ���� 
L’utilità attesa è pertanto data da
�������� �[�_] �= 
�=�
� �[�[[�]][[�]]] * �[[�]][[�]]� �����[������[�[�]]]
���� + ������ � - ������� ��
�������� �[���� + ������ � - ������� ���� �]
�������� ������ - ������� �
�������� �����[% ⩵ �� �]
�������� {{� → �������}}
Il valore di t che abbiamo trovato rende massima g(t) ; la ripartizione ottimale dell’investimento, 
secondo il criterio adottato, è quindi 1.78841 M€ in Venezuela e la parte rimanente in Brasile.
Qui sotto vediamo il grafico di g.
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